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Операции, полугруппы, группы
Внутренней бинарной операцией, заданной на непустом множе​стве X, называется отображение [image: image1.wmf](2)

:
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 .Если [image: image2.wmf],
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то также и [image: image3.wmf](,)
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. Часто операцию т обозначают некоторым символом, на​пример: +, •, [image: image4.wmf]*

 и др.; вместо [image: image5.wmf](,)
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t

пишут а[image: image6.wmf]*

b.
Внутренняя бинарная операция [image: image7.wmf]*

 (для краткости будем называть ее операцией), заданная на множестве X, называется:
1)
ассоциативной, если для любых [image: image8.wmf],,
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Î


[image: image9.wmf]()()
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2)
коммутативной, если для любых [image: image10.wmf],
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[image: image11.wmf]abba

*=*


Элемент е множества X называется нейтральным (или единич​ным) относительно операции [image: image12.wmf]*

, если для любого элемента [image: image13.wmf]aX

Î


а[image: image14.wmf]*

е = е[image: image15.wmf]*

а = а.
Множество X с заданной на нем ассоциативной операцией [image: image16.wmf]*

 назы​вается полугруппой. Полугруппу с единичным элементом часто на​зывают моноидом (или просто полугруппой с единицей).
Примером моноида является множество всех преобразований множества X, где единица - это тождественное преобразование. В моноиде имеется лишь один единичный элемент. Действительно, если е' - другая единица моноида, то
е'= е'[image: image17.wmf]*

е = е.
Подмножество X' множества X называется замкнутым относи​тельно операции [image: image18.wmf]*

, если [image: image19.wmf],
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 для любых [image: image20.wmf],

,

abX

Î

.
Подмножество X' полугруппы X называется подполугруппой, ес​ли X' замкнуто относительно операции [image: image21.wmf]*

.
Элемент а моноида X называется обратимым, если найдется эле​мент [image: image22.wmf]bX

Î

, для которого
а[image: image23.wmf]*

b = b[image: image24.wmf]*

а = е; 

такие элементы а u b называются взаимно-обратными.
Группой называется моноид G, все элементы которого обратимы. Иными словами, множество G называется группой, если на нем зада​на ассоциативная операция [image: image25.wmf]*

, относительно которой в G имеется еди​ница и для каждого элемента имеется обратный элемент.
Если операция [image: image26.wmf]*

 коммутативна, то группа называется абелевой или коммутативной.
Для любого элемента группы G имеется лишь один обратный. Действительно, если х u у- обратные элементы для [image: image27.wmf]aG

Î

, то, исполь​зуя ассоциативность операции, имеем:
х = х[image: image28.wmf]*

е = х[image: image29.wmf]*

(а[image: image30.wmf]*

у)=(х[image: image31.wmf]*

а)[image: image32.wmf]*

у = е[image: image33.wmf]*

у = у.
Число элементов конечной группы (полугруппы) G называется порядком группы (полугруппы) G и обозначается символом [image: image34.wmf]G

.
Примеры групп:
1. Множество Z целых чисел образует группу относительно сло​жения.
2. Множество Zm целых неотрицательных вычетов по модулю т образует группу относительно сложения, [image: image35.wmf]m

Zm
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3. Множество  Zm* целых неотрицательных вычетов по модулю т, взаимно простых с т, образует группу относительно умножения. Поря​док группы Zm* обозначаемый φ(m), называется функцией Эйлера.
4. Множество Sn всех подстановок степени п образует группу относительно произведения и называется симметрической группой n-й степени, \Sn\=n!.
В зависимости от рассматриваемой групповой операции (сложе​ние или умножение) группу называют аддитивной или мультипли​кативной.
Подмножество Н группы G называется подгруппой этой группы, если Н образует группу относительно операции группы G.
Подгруппы группы G, отличные от тривиальных подгрупп {е} и G группы G, называются собственными подгруппами.
Теорема 2.1. Подмножество H группы G является подгруппой то​гда и только тогда, когда выполняются следующие условия:
(1)    [image: image36.wmf] a,bH,

то abH

если

Î*Î


(2)    [image: image37.wmf]-1

 aH,

то aH

если
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Доказательство. Необходимость следует из определения группы. Докажем достаточность. Первое условие означает, что групповая операция является внутренней операцией и для подмножества Н. Второе условие означает наличие обратного элемента для каждого элемента подмножества Н. Ассоциативность в Н имеется, так как она имеет место в более широком множестве G. Единица группы G явля​ется и единицей подгруппы Н, так как Н есть подмножество G.       
Условия (1) и (2) теоремы 2.1 равносильны условию: если [image: image38.wmf],

abH

Î

, то [image: image39.wmf]1
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. Если Н - подгруппа группы G, то бинарное отношение RH на G, определяемое условием
[image: image40.wmf]1
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является отношением эквивалентности. Классы эквивалентности по отношению к RH  называются левыми смежными классами группы G по подгруппе Н и обозначаются символами [image: image41.wmf]{
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где aH=ah/hH 
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Аналогичным образом определяются правые смежные классы Н[image: image42.wmf]*

а по подгруппе Н, которые имеют вид 
[image: image43.wmf]{
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.Для абелевой группы левые и правые смежные классы совпадают. Если Н - конечная группа, то каждый смежный класс содержит по [image: image44.wmf]H

 элементов.
Если число смежных классов группы G по подгруппе Н конечно, то это число называется индексом подгруппы Н в группе G и обо​значается [G:H]. В этом случае справедливо так называемое раз​ложение группы по подгруппе:
[image: image45.wmf]12p
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где справа все смежные классы есть блоки разбиения и p = [G:H]-1.
Отсюда следует теорема.
Теорема 2.2. Пусть G - конечная группа. Тогда
[image: image46.wmf][:]
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Следствие (Лагранж). Порядок конечной группы делится на по​рядок любой ее подгруппы.
Пусть [image: image47.wmf]aG
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. Для n>0 положим [image: image48.wmf]10

, a

nn

aaa

гдеe

-

=×=

. Если n-отрицательное, то под [image: image49.wmf]n
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понимается произведение [image: image50.wmf]1

()

n

a

--

.

Рассмотрим подмножество [image: image51.wmf]a

группы G, где [image: image52.wmf]{

}
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. Легко показать, что группа [image: image53.wmf]a

 есть подгруппа группы G. Она называется циклической подгруппой, порожденной элементом а, а ее порядок называется порядком элемента а. Иначе говоря, элемент а называется элементом порядка m, если [image: image54.wmf]m
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 , где m - наименьшее натуральное с таким условием. Отсюда следует, что порядок конечной группы делится на порядок любого ее элемента и, следовательно, 

[image: image55.wmf]G

ae

=

.

Так как [image: image56.wmf]()
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, то из последнего равенства вытекает, в частности, теорема Эйлера: при (a,m)=1 выполнено

[image: image57.wmf]()
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Теорема 2.3. Если элементы a и b абелевой группы G имеют порядки n и m соответственно, то в G найдется элемент порядка HOK(n,m).
Доказательство. Если (n,m)=1, то искомым элементом является a*b. Если (n,m)=d, то элементы[image: image58.wmf]d

a 

и b

 имеют порядки  n/d и m соответственно и их произведение имеет порядок HOK(n,m).

Мультипликационная группа G называется циклической, если она порождена одним элементом, то есть в G имеется элемент а (называемый образующим) такой, что любой другой элемент b из G представим в виде  [image: image59.wmf]n

b=a

, n-целое. В таком случае G=[image: image60.wmf]a

. Циклическая группа является абелевой.

Теорема 2.4. Всякая подгруппа циклической группы также является абелевой.

Доказательство. Пусть H-собственная группа циклической группы [image: image61.wmf]a

. Если [image: image62.wmf]n

a

H

Î

, то и [image: image63.wmf]-n
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, поэтому H содержит степень элемента а с натуральным показателем. Обозначим через d наименьшее натуральное число, для которого [image: image64.wmf]d
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. Пусть теперь [image: image65.wmf]n
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, где n=d*q+r,0≤r≤d . Тогда

[image: image66.wmf]()
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что противоречит минимальности d, если r ≠ 0.Поэтому r = 0 и H есть циклическая группа [image: image67.wmf]d

a

.

Теорема 2.5. В конечной циклической группе [image: image68.wmf]a

 порядка m элементов [image: image69.wmf]r

a

порождает подгруппу порядка m/(r,m).
Доказательство. Пусть d=(r,m). Порядок группы [image: image70.wmf]r

a

 равен наименьшему натуральному  n такому, что [image: image71.wmf]rn

ae
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=

. Это равенство выполняется лишь тогда, когда m делит r*n, то есть тогда и только тогда, когда m/d делит n. Наименьшее натуральное n с таким свойством есть m/d.
Из доказанной теоремы вытекает следующая теорема.
Теорема 2.6. Конечная циклическая группа [image: image72.wmf]a

 порядка m содержит φ(x) образующих. Элемент  [image: image73.wmf]r

a

  является образующим лишь при условии (r,m)=1.
Отображение [image: image74.wmf],

:
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 группы G в группу[image: image75.wmf],

G

 называется гомоморфизмом, если оно согласовано с операциями на группах G и   [image: image76.wmf],

G

, то есть f(a*b)=f(a)*f(b) для любых a,b ( G. Если это отображение сюръективно, то оно называется эпиморфизом, при этом группа [image: image77.wmf],

G

 называется гомоморфным образом группы G. Биективный гомоморфизм называется изоморфизмом (в этом случае обозначается [image: image78.wmf],

GG

@

). Изоморфизм группы на себя называется автоморфизмом.

Рассмотрим симметричную группу n-ой степени [image: image79.wmf]n

S

. Ее подгруппы называются группами подстановок.

Подстановку на множестве  { a1,a2,...,an} вида a1 → a2→…→ aл→ a1 называют циклом длины k и обозначают (a1,a2,...,an).Цикл длины 2 называют транспозицией. Два цикла называются независимыми, если множества, элементов, на которых они определены, не пересекаются.

Каждая подстановка разлагается в произведение:

а)независимых циклов единственным образом;

б)транспозицией.

Подстановка называется четной или нечетной в зависимости от четности числа транспозиций в ее разложении.
 Теорема 2.7. (Кэли). Всякая конечная группа G порядка п изо​морфна некоторой подгруппе группы Sn.
Доказательство. Пусть е, gh ,g2, .... gn-1 - все элементы группы G. Для фиксированного элемента а группы G рассмотрим отображение [image: image80.wmf]()
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Имеем подстановку
[image: image81.wmf]f
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Вместе с тем получаем отображение [image: image82.wmf]n
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,при котором [image: image83.wmf]a
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. Убедимся, что это и есть искомый изоморфизм.
Во-первых, это отображение инъективно, так как различным эле​ментам а и b группы G отвечают различные подстановки [image: image84.wmf]a

j

 и [image: image85.wmf]b
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(в первом случае [image: image86.wmf]ea
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, а во втором [image: image87.wmf]eb
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).
Во-вторых, это отображение согласовано с операциями, то есть [image: image88.wmf]()()
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 при любых [image: image89.wmf],,

abxG

Î

. Действительно,
 [image: image90.wmf]abab
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Кольца и поля

Кольцом называется множество R с двумя внутренними бинар​ными операциями + и , такое, что:

R - абелева группа относительно операции +;

операция умножения ассоциативна;


выполнены законы дистрибутивности, то есть для всех [image: image91.wmf],,

abcR

Î


[image: image92.wmf](),()
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Нейтральный элемент аддитивной группы кольца называется ну​лем (обозначается 0).
Элемент, обратный по сложению к элементу а, обозначается через (-a).
Примеры колец:

1. Кольцо Z целых чисел.
2. Кольцо Z/т целых неотрицательных вычетов по модулю т.
3. Кольцо многочленов R[x] над кольцом R. Многочлен (или полином) f(x) из R[x] - это выражение вида
[image: image93.wmf]2
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где a0,a1,...,an - элементы кольца R, называемые коэффициентами многочлена f(x), an ≠0. Натуральное число п называется степенью многочлена f(х) и обозначается degf(x). Многочлен вида [image: image94.wmf]n
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называ​ется одночленом, а≠О, n≥0.

Если [image: image95.wmf]2
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где [image: image97.wmf]0
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 для всех i=0,1,2,...,m+n
Многочлен f(х) называется неприводимым над R, если он не яв​ляется произведением двух многочленов над R ненулевой степени.
4. Пусть R[x] - кольцо многочленов над кольцом R и f(x)R[x]. Отображение φ кольца R[x], при котором каждому многочлену h(x) из R[x] соответствует остаток от деления его на f(х), называют фак​торизацией по модулю f(х).
Множество образов отображения φ, обозначаемое R[x]/f(x), явля​ется кольцом относительно операций сложения и умножения (с по​следующей факторизацией по модулю f(x)) и называется фактор-кольцом кольца многочленов R[x] по модулю f(x). Отображение φ:R[x]→R[x]/f(x) является гомоморфизмом.
Кольцо называется кольцом с единицей, если оно имеет мульти​пликативную единицу, то есть такой элемент е, что а*е = е*а = а для любого aR.
Кольцо называется коммутативньхм, если операция умножения коммутативна.
Коммутативное кольцо называется полем, если его ненулевые элементы образуют группу относительно операции умножения. Ина​че говоря, полем называется множество Р элементов, на котором оп​ределены операции сложения + и умножения *, обладающие свойст​вами коммутативности, ассоциативности и дистрибутивности, при этом относительно обеих операций существуют нейтральные элементы и для всякого а (для всякого b≠0) существует обратный эле​мент относительно операции + (относительно операции *).
Примеры полей:
1. Множество действительных чисел D.
2. Множество рациональных чисел Q.
3. Множество комплексных чисел K.
4. Кольцо Z/p. Если р - простое, то Z/p является полем Галуа по​рядка р и обозначается GF(p).
5. Если Р - конечное поле простого порядка р u f(х) -неприводи​мый многочлен степени п над полем Р, то P[x]/f(x), является полем порядка [image: image100.wmf]n
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Порядок единицы поля Р как элемента аддитивной группы поля Р называется характеристикой поля Р. Таким образом, характеристи​ка поля GF(p) равна р. Поле Q по определению имеет характеристику 0.
Векторные пространства

Пусть имеется поле Р и множество R, на котором заданы две опе​рации: внутренняя бинарная операция сложения + и операция умно​жения * элементов множества R на элементы поля Р, результат кото​рой принадлежит множеству R. Множество R называется векторным пространством над полем Р, а его элементы - векторами, если R -абелева группа относительно + и для любых α,β  Р и x,y  R выполня​ется:
[image: image101.wmf]1)00,  0P,0R;
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Вектор [image: image102.wmf]112212
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, называется линей​ной комбинацией векторов x1,x2,...,xn из R. Линейная комбинация векторов называется тривиальной, если a1 = a2 = ... = an = 0, и не​тривиальной в противном случае.
Векторы x1,x2,...,xn называются линейно зависимыми, если их некоторая нетривиальная линейная комбинация равна нулевому век​тору, и линейно независимыми - в противном случае.
Пространство R называется n-мерным, а n- числом измерений или размерностью пространства R (обозначается dimR = п), если в R существуют и линейно независимых векторов, а любые n+1 векторов из R линейно зависимы.
Если в пространстве можно найти линейно независимую систему из любого числа векторов, то пространство называется бесконечно​мерным.
Система {x1,x2,...,xn} из п линейно независимых векторов про​странства R, заданных в определенном порядке, называется базисом пространства R. Любой элемент пространства R представляется од​нозначно в виде линейной комбинации элементов базиса {x1,x2,...,xn}:
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Числа a1,a2,...,an называются координатами вектора х в базисе {x1,x2,...,xn}.
Примеры n-мерных векторных пространств. 

1. Множество Vn  двоичных n-мерных векторов:
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где Р - поле.
2. Множество Р[λ] многочленов над полем Р степени, меньшей n:
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Подмножество [image: image106.wmf]'

V

пространства V, являющееся пространством, на​зывают подпространством пространства V.
Если [image: image107.wmf]HV

Í

, то наименьшее подпространство [image: image108.wmf]'

V

 пространства V, содержащее в качестве подмножества Н, то есть [image: image109.wmf]'

HVV

ÍÍ

, называют  линейной оболочкой множества H или подпространством, порож​денным множеством Н (подпространством, натянутым на мно​жество H). Обозначим это подпространство через <Н>. Несложно показать, что подпространство <Н> состоит из всевозможных линей​ных комбинаций векторов множества H.
Конечные расширения полей

Если F,P - поля и [image: image110.wmf]FP

Ì

, то F называется подполем поля Р, а Р называют надполем или расширением поля F.
Каждое конечное поле характеристики р содержит простое поле, то есть поле, порожденное единицей. Такое простое поле изоморфно полю GF(p).
Если характеристика поля равна 0, то простое подполе изоморфно полю рациональных чисел. Таким образом, каждое поле есть расши​рение своего простого подполя.
Если [image: image111.wmf]FP

Ì

, то поле Р можно рассматривать как векторное про​странство над полем F. Размерность этого пространства называется степенью расширения [image: image112.wmf]FP

Ì

 и обозначается символом [P:F].
Элемент аР называется алгебраическим над полем F, если он является корнем многочлена f(λ)F[λ]. При этом многочлен f(λ) на​зывается аннулирующим многочленом элемента а. Минималь​ным многочленом элемента а называется его аннулирующий мно​гочлен наименьшей степени со старшим коэффициентом, равным 1. Минимальный многочлен элемента а определяется однозначно и де​лит любой аннулирующий многочлен элемента а.
Теорема 2.8. Всякое расширение [image: image113.wmf]FP

Ì

 конечной степени является алгебраическим, то есть все элементы поля Р - алгебраические над полем F.
Доказательство. Для произвольного аР рассмотрим множество А его степеней:
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где n = [P:F]. Так как число элементов множества А превышает раз​мерность пространства Р над полем F, то элементы множества А ли​нейно зависимы. То есть найдутся элементы  c0,c1,...,cn такие, что
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Tем самым найден аннулирующий многочлен элемента а.

Пусть F(a) - наименьшее подполе поля Р, содержащее элемент а и поле F. Если элемент а алгебраичен над Р, то F(a) - это фактор-кольцо кольца многочленов F(X) по модулю минимального много​члена та(λ) элемента а.
Элемент а называется примитивным элементом расширения F[image: image116.wmf]Ì

F(a), а само расширение называется простым алгебраическим расширением. Степень этого расширения равна degma(λ).
Конечное расширение Р поля F называется полем разложения неприводимого над полем F многочлена f(λ), если Р - наименьшее поле, порожденное полем F и корнями многочлена f(λ). Многочлен f(λ) разлагается на линейные множители из кольца многочленов Р[λ].
Рассмотрим конечные поля. Так как любое конечное поле Р со​держит простое подполе Fp = GF(p), то степень расширения [P:FP] конечна, пусть [P:FP] = n и базис расширения есть x1,...,xn .Tогда лю​бой элемент х поля Р однозначно записывается в виде
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где c1,...,cnFp Для каждого из коэффициентов имеется p вариантов выбора, поэтому порядок поля равен pn. Покажем существование по​ля Галуа GF(pn) порядка pn для любого простого р и любого нату​рального n.
Лемма 2.1. Многочлен [image: image118.wmf]n
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 не имеет кратных корней в поле разложения характеристики р.
Доказательство. Вычислим производную многочлена:
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Многочлен [image: image120.wmf]n
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взаимно прост со своей производной, значит, он не имеет кратных корней в поле разложения.
Теорема 2.9. Поле разложения многочлена [image: image121.wmf]n
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содержит ровно pn элементов.
 Доказательство. Достаточно показать, что все pn корней много​члена образуют поле. Пусть a,b - ненулевые корни нашего много​члена, а значит, и многочлена [image: image122.wmf]1

1

n

p

l

-

-

. Тогда

[image: image123.wmf](

)

1

11

111

n

nn

p

pp

abab

-

--

×=×=×=


Используя формулу бинома и учитывая, что все слагаемые в пра​вой части формулы бинома, кроме первого и последнего, кратны степени, имеем:
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Следствие. Все поля Галуа GF(pn) изоморфны.
Теорема 2.10. Мультипликативная группа Р* любого конечного поля Р является циклической.
Доказательство. Группа Р* имеет порядок pn –1 и является абелевой. Если она нециклическая, то, согласно теореме 2.3, НОК поряд​ков всех ее элементов равен r, где r - собственный делитель числа pn -1. Следовательно, для всех ai P* выполнено равенство (ai )r = 1. Отсюда имеем, что многочлен [image: image125.wmf]1

r
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- аннулирующий для каждого элемента группы Р*  и поэтому делится на минимальный для всех элементов группы Р*  многочлен 
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Имеем противоречие, так как степень последнего многочлена больше r.

Образующий элемент а циклической группы GF(pn)* называется примитивным элементом поля GF(pn). Если взять элемент а в каче​стве примитивного элемента расширения Fp[image: image127.wmf]Ì

GF(pn) то получаем, что всякое конечное поле характеристики р является простым алгеб​раическим расширением поля Fp.
Минимальный многочлен примитивного элемента поля GF(pn) имеет степень n. Поле GF(pn )изоморфно фактор-кольцу кольца мно​гочленов FP[λ] по модулю некоторого неприводимого многочлена т(λ) степени п, при этом 
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Теорема 2.11. Поле GF(pn) есть поле разложения всякого непри​водимого многочлена f(λ) степени п над полем Fp.k,
Доказательство. Если а - корень многочлена f(λ), то [Fp[image: image129.wmf]Ì

GF(pn)] = п. Поэтому Fp(a) = GF(pn). Используя формулу бинома в характеристике р, имеем:
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Следовательно, элементы  [image: image131.wmf]21
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есть корни этого многочлена. Осталось доказать, что все они различны.
Пусть это не так и 
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.Возводя это равенст​во в степень рn-k, получаем, что 
[image: image134.wmf]nkj

p

aa

-+

=

. Следовательно, f(λ) делит
[image: image135.wmf]nkj
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. Отсюда следует, что Fp(a) есть подполе поля GF(pn-k+j),где n-k+j<n. Имеем противоречие.


Из теоремы 2.5 следует, что порядки всех корней многочлена f(λ) в группе GF(pn)*равны.
Назовем порядком многочлена f(λ) Fp (λ) где f(0)≠0, наимень​шее натуральное число t, при котором f(λ)/λt -1 (обозначается ordf(λ)).
Если f(λ) - неприводимый многочлен степени п над полем Fp, то ordf(λ) совпадает с порядком любого его корня в мультипликативной группе поля разложения.
_1196438017.unknown

_1196438303.unknown

_1196438146.unknown

_1196434659.unknown

